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O Arcabouço teórico

þ As equações de Einstein

þ Um caso particular são as chamadas equações
de Friedmann-Lemaitre

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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O Arcabouço teórico

þ Relações que descrevem a distância ds entre dois pontos no espaço são 
chamadas de métricas – um Universo homogêneo e isotrópico deve 
obedecer à chamada métrica de Robertson-Walker

ds2 = dt2 − R(t)2 dr2
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Qualquer semelhança com coordenadas esféricas “
comuns” NÃO É mera coincidência

a(t)2

Fator de escala, define a 
expansão do Universo

Coordenadas esféricas com 
o termo de curvatura k

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Equações de Friedmann-Lemaitre
Termo cinético, R é o fator de expansão
do Universo (equivalente à energia
cinética. 

Termo de fontes, descreve os causadores da 
mudança dinâmica do Universo (equivalente
à energia potencial gravitacional). 

Termo dinâmico, envolve uma aceleração

Termo de fontes

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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a

⌘2
=

8⇡G

3c2
"� kc2

R2
0a

2

ä

a
= �4⇡G

3c2

⇣
"+

3p

c2

⌘
! "̇+ 3

ȧ
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DENSIDADES DE ENERGIA E 
EVOLUÇÃO DO UNIVERSO

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Evolução versus componentes
þ A dinâmica da expansão ocorre conforme o comportamento 

da componente dominante em determinada época

þ Componentes: matéria e radiação (bom, e uma “constante 
cosmológica”)

þ A eq. (4) possui valores diferentes para w em função da 
componente, logo, a densidade total do Universo é dada 
pela soma de suas componentes (vistas na aula 2: matéria 
bariônica, matéria escura, neutrinos, fótons e energia 
escura). 

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Evolução versus 
componentes

þ A eq. (3) pode ser resolvida com (5), individualmente para 
cada componente

þ Rearranjado a eq. (7), caímos numa EDO cuja solução 
padrão será uma lei de potência para a:

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Evolução versus 
componentes

þ Matéria: 

þ Radiação

þ O termo extra (1/a) na radiação aparece em função da 
expansão cósmica que altera a energia dos fótons, uma vez 
que E = hv = hc/λ ∝ 𝑎!"

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Evolução versus 
componentes

þ O raciocínio anterior baseia-se na hipótese de que fótons se 
conservam, o que não é verdade (galáxias e estrelas produzem 
fótons o tempo todo; grande parte deles é absorvido)

þ Fótons da CMB, entretanto, são muito menos absorvidos devido 
à densidade do Universo, e sua densidade de energia é >> que 
a densidade de fótons emitidos por todas as outras fontes.

þ A aproximação de considerar que a contribuição para a 
radiação do Universo vem somente da CMB é aceitável. 

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Evolução versus 
componentes

þ Neutrinos contribuem com uma densidade de energia 
semelhante à dos fótons da CMB. Os cálculos detalhados 
mencionados pela B. Ryden na pág. 72 podem ser encontrados, 
p.ex., no cap. 3 do livro “The Early Universe” (E. Kolb e M. 
Turner, 1990).

þ Os resultados acima valem para neutrinos relativísticos em 
que sua massa >> massa de repouso. Hoje, teríamos: 

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Evolução versus 
componentes

þ Matéria escura e energia escura não tem suas densidades 
determinadas de maneira tão precisa, uma vez que seus 
constituintes são desconhecidos. 

þ Evidências atuais sugerem que o Universo é quase plano (mas não 
completamente) e que nele existem duas componentes cujo efeito 
pode ser identificado indiretamente. 

þ No caso da matéria escura, efeitos nas curvas de rotação de galáxias 
e lentes gravitacionais sugerem que Ω",$ ~ 6.5 Ω),$ = 0.311, com os 
valores publicados no Planck 2018 results: VI. Cosmological
Parameters (A&A, 641, 2020). 

þ O valor para a energia escura é obtido indiretamente das medidas do 
Planck e de BAO, e é da ordem de Ω.,$ = 0.6889 (idem, resultado do 
Planck).

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Evolução versus 
componentes

þ Os valores Ω",$ = 0.311, Ω.,$ = 0.6889, Ω),$ = 0.049 e Ω2,$ = 0 são 
parâmetros do que normalmente chamamos de “Concordance Model” 
e a B. Ryden chama de “Benchmark Model”. 

þ Podemos estimar, indiretamente, Ω.,$ = 1 - Ω3,$ 4 Ω5,$ ≈ 0.69, já 
considerando que a curvatura é igual a zero, 

þ Podemos comparar as épocas de “dominação” de cada uma dessas 
componentes, em função do fator de escala. 

ü Hoje: 

ü Quando matéria e Λ se igualaram: 

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Evolução versus 
componentes

ü Quando matéria e radiação se igualaram: 

þ Fizemos essas contas considerando neutrinos relativísticos, pois na 
época sua energia era >> massa de repouso. Hoje, eles teriam 
temperaturas da ordem de 1 K, sendo, portanto, não-relativísticos. 

þ Componentes diferentes dominam a dinâmica da expansão (como a se 
comporta) em épocas diferentes. A radiação dominou primeiro (a-4), 
depois a matéria (a-3) e hoje Λ (a2). 

þ Possível usar a ou z como substituto de t, uma vez que a expansão 
cósmica é monotônica. 

C. A. Wuensche (INPE, 2020)

zeq, na verdade, é maior que 3447.27
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Evolução versus 
componentes

þ Analisar a eq. de Friedmann com todas as componentes simultâneas não é 
simples, de forma que nas próximas seções vamos fazer a análise caso a 
caso. 

þ Por que não é simples? Veja a dependência com o expoente de a... 

þ w=-1 para Λ, w=0 para matéria e w=1/3 para radiação, de forma que 
as soluções para cada época terão uma integraçao com dependência 
diferente para a. 

þ Seguiremos com as análises separadas.

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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MODELO DE
UNIVERSO VAZIO

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Um universo vazio? 

þ Ausência de massa, de radiação, de energia escura...

þ A solução para a eq. de Friedmann, nesse caso, é (para 
a0=1): 

þ Solução possível para um universo fechado (k=-1)

þ Com t0=R0/c. Nesse caso, a idade do Universo t0 = H0
-1. 

Não há matéria para desacelerar a expansão. 

C. A. Wuensche (INPE, 2020)

<latexit sha1_base64="gfUfqkZ7i5TLxc3Bxktssgfctks=">AAACDXicbVC7TsMwFHV4lvIKMLJYFCQWqqQCwYJUwcJYEH1ITRrduE5r1XnIdpCqqD/Awq+wMIAQKzsbf4PbZoCWI1k+Oufea9/jJ5xJZVnfxsLi0vLKamGtuL6xubVt7uw2ZJwKQusk5rFo+SApZxGtK6Y4bSWCQuhz2vQH12O/+UCFZHF0r4YJdUPoRSxgBJSWPPPQ6cYKQ6eCL/GJEwggmTOAJAFMOpVRdudZ+vLMklW2JsDzxM5JCeWoeeaXHkvSkEaKcJCybVuJcjMQihFOR0UnlTQBMoAebWsaQUilm022GeEjrXRxEAt9IoUn6u+ODEIph6G vK0NQfTnrjcX/vHaqggs3Y1GSKhqR6UNByrGK8Tga3GWCEsWHmgARTP8Vkz7oSJQOsKhDsGdXnieNStk+K1u3p6XqVR5HAe2jA3SMbHSOqugG1VAdEfSIntErejOejBfj3fiYli4Yec8e+gPj8wcLOppK</latexit>
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Um universo 
vazio? 

þ Para efeitos de calcular um sinal físico, podemos 
considerar um universo vazio, com densidade muito 
pequena. 

þ Supondo a existência de um observador, a distância 
própria entre uma galáxia distante e o observador é 
dada por: 

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Porque esse 
comportamento para a 
distância no momento 

da emissão? 

Um universo 
vazio? 

Ref: Introduction to Cosmology (B.Ryden, 2016)
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þ No caso do emissor, o Universo era menor por uma razão 
entre fatores de escala a(te)/a(t0) = 1/1+z. Assim, a 
equação para d(t0) é reescrita para d(te) como: 

þ A eq. () tem um máximo em z = 1.72. Antes disso vemos 
objetos mais distantes a uma distância própria do emissor 
cada vez maior. 

þ Após essa distância máxima a queda em dp(te) ocorre 
porque, no passado (a(te) << a(t0)), os emissores estavam 
muito mais perto dos observadores. 

C. A. Wuensche (INPE, 2020)

Um universo 
vazio? 

<latexit sha1_base64="1tzO7lIYpjH4ePLN6scyOCAgzik=">AAACF3icbVBNS8MwGE7n15xfVY9egkPYEEYril6EoZcdJ7gP2EpJ03QLS9OSpMIs9Vd48a948aCIV735b8y2HnTzgYQnz/O+vHkfL2ZUKsv6NgpLyyura8X10sbm1vaOubvXllEiMGnhiEWi6yFJGOWkpahipBsLgkKPkY43up74nTsiJI34rRrHxAnRgNOAYqS05Jo1340ryiVVCC9hPxAIpzhLG66VwYfZk/GKfXxfzVJ9Z65ZtmrWFHCR2DkpgxxN1/zq+xFOQsIVZkjKnm3FykmRUBQzkpX6iSQxwiM0ID1NOQqJdNLpXhk80ooPg0jowxWcqr87UhRKOQ49XRkiNZTz3kT8z+slKrhwUsrjRBGOZ4OChEEVwUlI0KeCYMXGmiAsqP4rxEOk01A6ypIOwZ5feZG0T2r2Wc26OS3Xr/I4iuAAHIIKsME5qIMGaIIWwOARPINX8GY8GS/Gu/ExKy0Yec8++APj8weTX55T</latexit>

dp(te) =
c

H0

ln(1 + z)

1 + z
27



20

MODELOS DE 
UNIVERSO COM UMA 

COMPONENTE

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Universos com uma componente

þ De novo, a eq. de Friedmann... Mas agora com a 
presença explícita de Λ:

þ Num primeiro momento, vamos considerar um universo 
plano (k=0) e explorar as possibilidades de soluções 
com diferentes valores de 𝜀: somente matéria, 
somente radiação e somente Λ.

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Universos com 
uma componente

þ Ryden supõe uma solução em que 𝑎 ∝ 𝑡#, modificando a eq. 
Friedmann e derivando uma solução para q (q=2/(3+3w))

þ Vários resultados para tempo, densidade e fator de escala são 
derivados no texto, e vamos discutir o resultado referente ao 
tempo da fonte emissora 

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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þ A distância própria até a galáxia emissora é dada 
por:

þ Escrevendo a eq. (32) em termos de H0 e z, a 
distância própria fica: 

þ A distância própria ao horizonte cósmico é a distância 
definida por um emissor distante cujo sinal está agora 
chegando ao observador.

C. A. Wuensche (INPE, 2020)

Universos com 
uma componente
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þ No horizonte, com z >> 1, a eq. (33) dá o resultado da 
eq. (34)

þ Para w=0 ou w=1/3, o observador só ve uma porção 
do universo; para w<= -1/3, o sentido da distância 
infinita (ou negativa, para w < -1/3) é que todo o 
espaço está causalmente conectado a todos os 
observadores. 

C. A. Wuensche (INPE, 2020)

Universos com 
uma componente
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Universo só com matéria

þ w=0, t0 = 2/3H0 (da eq. (30)). 

þ As distância até uma galáxia em um redshift z, dos 
pontos de vista de um observador na galáxia ou num 
ponto distante, são dadas por:  

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Um universo só 
de matéria 

Ref: Introduction to Cosmology (B.Ryden, 2016)
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Universo só 
com matéria

Ref: Introduction to Cosmology (B.Ryden, 2016)
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Universo só com radiação

þ w=1/3, t0 = 1/2H0 (da eq. (30)). 

þ As distância até uma galáxia em um redshift z, dos 
pontos de vista de um observador na galáxia ou num 
ponto distante, são dadas por:  

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Um universo só 
com radiação 

Ref: Introduction to Cosmology (B.Ryden, 2016)
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Um universo só 
com radiação 

Ref: Introduction to Cosmology (B.Ryden, 2016)
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Universo só com Λ

C. A. Wuensche (INPE, 2020)

þ Nesse caso, w pode assumir valores diversos. Se partirmos da 
eq. de Friedmann considerando somente Λ, teremos uma 
solução exponencial.

þ A solução da eq. (46) é, justamente: 

þ Um universo plano dominado por Λ é infinitamente velho e 
tem dhor também infinita. As distâncias próprias são 
calculadas da mesma forma que para os outros componentes. 

47
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48

49

Universo só com Λ

☑ O universo dominado pela constante cosmológica expande-
se permanentemente e a distância própria (para o 
observador) cresce linearmente

☑ Para pontos dentro do horizonte e z>>1, dp >> c/H0, mas no 
momento da emissão, de ~ c/H0 (localmente, z << 1).

☑ Uma vez que a fonte esteja a uma distância d > c/H0, sua 
velocidade de recessão é > c e os fótons não vão mais 
chegar ao observador. 
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Universo só com Λ

Ref: Introduction to Cosmology (B.Ryden, 2016)
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Universo só com Λ

Ref: Introduction to Cosmology (B.Ryden, 2016)
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MODELOS DE
UNIVERSO COM VÁRIAS 

COMPONENTES

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Universo com várias componentes

þ Passamos a tratar a eq. de Friedmann completa e o 
modelo de universo se complica, ao termos que 
resolve-la simultaneamente para várias componentes 
que se comportam de forma diferente para cada valor 
de a (ou z).

þ É possível escrever a eq. de Friedmann com todas as 
dependências das diversas componentes (incluindo a 
curvatura) na forma

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Se diferente de zero, 
indica curvatura
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Universo com várias 
componentes

þ O cálculo do tempo cósmico não é mais “direto” e a 
solução analítica não é possível para todos os tempos. 

þ Entretanto, soluções numéricas são possíveis em 
diversas situações

þ Casos:

üMatéria + Curvatura

üMatéria + Λ

üMatéria + curvatura + Λ

üMatéria + radiação
C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Evolução Cósmica

matéria

Crédito: Robert Caldwell (Dartmouth College)

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Evolução do Universo

Fonte: http://map.gsfc.nasa.gov
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Matéria + curvatura

þ Modelo “padrão” do início dos anos 90

þ Possibilidades, expansão, expansão assintótica e 
contração:

üΩ" > 1 𝑘 = 1 contração (Big Crunch)

üΩ" = 1 𝑘 = 0 expansão assintótica (Big Chill, 𝑎 ∝ 𝑡#/%)

üΩ" < 1 (𝑘 = −1) expansão (Big Chill, 𝑎 ∝ 𝑡)

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Matéria + curvatura

þ Nesse caso, a densidade define o destino do Universo.

þ Soluções paramétricas para a eq. (53), com termos em 
seno,cosseno (k=+1) e seno e cosseno hiperbólicos (k=-1)

C. A. Wuensche (INPE, 2020)Ref: Introduction to Cosmology (B.Ryden, 2016)
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Matéria + Λ

þ Modelo “padrão” atual

þ Possibilidades: expansão e contração, se Ω. < 0 :

üAparentemente, nosso Universo tem Λ > 0

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Matéria + 
curvatura + Λ

þ Modelo “padrão” atual com as tensões apresentadas 
nos últimos 2 anos (e.g., Valentino et al. 2019): 

þ Possibilidades: expansão e contração, se Ω. < 0 :

üAparentemente, nosso Universo tem Λ > 0

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Matéria + 
radiação

þ Universo dominado por radiação desde o Big Bang, 
com a transição ocorrendo em t ~ 50.000 anos

þ Isso justifica, junto com o valor da densidade de 
radiação hoje, desconsiderarmos sua contribuição no 
cálculo da densidade total do Universo.

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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MODELO COSMOLÓGICO 
PADRÃO (BENCHMARK)

C. A. Wuensche (INPE, 2020)



48

Parâmetros cosmológicos

C. A. Wuensche (INPE, 2020) 48
Ostriker & Souradeep 2004
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Ade et al. https://arxiv.org/abs/1807.06209, A&A (2020)

PLANCK 2018 results

https://arxiv.org/abs/1807.06209
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Ref: Introduction to Cosmology (B.Ryden, 2016)



52

FIM

C. A. Wuensche (INPE, 2020)
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Pablo Carlos Budassi
https://en.wikipedia.org/wiki/Observable_universe
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